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摘  要：复合单元法是一种适用于不连续介质结构分析的数值计算方法，优点是建立网格时不用考虑结构中不连续面，计算

时能离散模拟不连续面。在复合单元法静力计算模型的基础上，提出了复合单元的动力分析方法。给出了复合单元动力分析

的质量矩阵和阻尼矩阵的具体表达式，通过质量矩阵、刚度矩阵和阻尼矩阵将分布于复合单元内部的惯性力和阻尼力分别转

移到复合单元的广义节点上。建立了惯性力、阻尼力、动力荷载及弹性力作用下的复合单元动力系统的控制方程组。以一个

基岩内含有两条断层的混凝土重力坝模型地震为例，采用复合单元法动力分析程序进行计算，其结果与有限单元法解吻合得

较好，说明所提出方法的正确性和有效性。 
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Preliminary study of composite element method for dynamic analysis 
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Abstract: Composite element method (CEM) is a numerical method suitable for discontinuous media structure. The main advantages 
of CEM are that the discontinuities can be ignored when creating grid, but the discontinuities can be explicitly simulated when 
calculating. Based on composite element model for static analysis, the composite element model for dynamic analysis is implemented. 
The formulas of mass matrix and damping matrix for dynamic analysis of CEM are presented. According to mass matrix, stiffness 
matrix and damping matrix, the inertial forces and the damping forces in composite element are converted to the generalized nodes. 
The control equations for dynamic system of CEM subjected to the inertia forces, the damping forces, the dynamic loads and the 
elastic forces are formulated. A seismic example of a concrete gravity dam on a rock base with two faults is computed by the CEM 
dynamic analysis program. The results meet well with the solution of finite element method (FEM). It shows the validity and 
effectiveness of the new method.  
Key words: discontinuous structure; composite element method; dynamic analysis 
 

1  引  言 

近年来，频发的地震灾害对震区的水利工程结

构造成了不同程度的伤害，灾后需对结构的安全性

尽快进行重新评估，并尽早预报余震对结构的影

响。地震作用下的动力分析数值计算是评估和预测

的一个重要方法，尤其对于复杂的水工岩土工程结

构分析。目前常用的动力分析方法主要有两个体

系：连续介质分析方法体系和离散介质分析方法体

系。有限单元法是连续介质分析方法体系的代表，

理论及工程应用中相对成熟和完善。有限单元法在

动力分析领域已经建立了适合于各类动力相互作用

的统一的时域分析基本动力方程[1]，还有利用有限

元结合外推人工边界方法[2]，这些方法都有效地解

决了地震作用下无限地基辐射阻尼影响的问题。由

于有限单元法在结构稳定安全度评价方面存在困

难，所以可以利用有限单元法与刚体极限平衡法相

结合的方法[3]来计算地震过程中坝肩边坡岩块抗滑
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稳定安全系数的时程曲线，得到坝肩边坡控制性的

最小安全系数，且安全系数的定义与现行规范一致。

对于含有多条不连续面的复杂岩体结构，有限单元

法受网格划分和计算能力的限制，分析中往往只能

根据经验判断选取几条较重要的不连续面纳入计算

模型，这种情况下不能全面反映实际情况。离散元

法[4]、不连续变形分析法[5]、界面元法[6]、块体元

法[7]等均可纳入离散介质方法体系。离散介质方法

是将岩体视为离散介质，且考虑不连续岩体局部开

裂和滑移的影响，从而反映出岩体的地震破坏过程

及其抗震安全度。但是，离散介质方法在理论上还

不是很成熟，且安全度评价尚无规范可依。 
复合单元法是基于有限元、块体元和数值流行

方法发展起来的一种计算方法，能合理地模拟岩体

中大量的不连续面，且前处理较为简单，能够快速

地建立计算模型，缩短研究时间。近年来，复合单

元法已经逐步应用到砂浆锚杆模拟[8]、节理岩体锚

固模拟[9]、排水孔模拟[10]、不连续岩体应力、应变

分析[11]、渗流场分析[12]，以及应力场-渗流场耦合

分析[13]等研究领域中，但不连续岩体的动力分析方

面尚未见相关文献。 
在动力问题中，荷载的大小、方向和作用点都

随时间而变化。相应地，由它引起的响应，即位移、

应力等也是变化的，因此，需要求得反应时程中的

一系列解答。同时，结构内部的弹性力既要平衡外

荷载，又要平衡由加速度引起的惯性力以及与速度

有关的阻尼力，可见动力分析方法与静力分析方法

有本质的不同。本文在不连续岩体的复合单元静力

分析算法的基础上，对复合单元的动力分析方法进

行了初步研究，并编制了相应的程序。针对一个基

岩中含有两条断层的的混凝土重力坝算例，通过复

合元和有限元两种方法的计算，验证了复合元动力

分析算法和程序的正确性和有效性。 

2  复合单元法基本原理 

在对一个含有多条不连续面的复杂岩体结构建

立复合单元网格模型时，先不用考虑不连续面的影

响，只根据结构本身的边界进行网格剖分。然后，

根据不连续面的信息和初步的模型网格进行代数和

几何运算，从而得到复合单元的网格信息[14]。在该

网格系统中既含有有限单元，也含有复合单元，被

不连续面切割到的单元成为复合单元。在结构的各

类计算过程中，复合单元能够对其所含有的不连续

面进行离散模拟，这与不连续面的等效模拟方法有

本质的不同。 

复合单元法基本思想是，在计算过程中将不连

续面置于常规有限单元内部，使得有限单元被分割

成多个形状各异的子单元，各子单元内部的物理量

由该子单元对应的广义节点进行插值并建立平衡方

程，子单元之间则通过相邻的界面产生相互影响和

联系，最后统一求解[11]。由于划分复合单元模型网

格时不用考虑不连续面，不连续面在计算环节考

虑，因此，复合元法的前处理比有限元法大大简化，

且复合元法的计算程序可以和有限元法程序无缝衔

接。 
在复杂的实际工程中，一个复合单元中可能含

有几条任意的不连续面，使得该单元被分割成多个

子单元。如果一个复合单元被 jn 个不连续面分割成

rn 个子单元。如图 1 所示，子单元 2r 被 3 条节理切

割所形成，其与 3 个子单元相邻。 
 

 

                    

 
                                  

                   
           
 

                          
 
  

图 1  含任意节理面的复合单元 
Fig.1  Composite element containing arbitrary 

discontinuities 

 
记相邻两个子单元 rl 和 rm 之间的不连续面段

编号为 rlrmJ ，各子单元在复合单元广义节点上的位

移增量记为 rlU ，荷载增量记为 rlF 。在以上

记号基础上可以推导出静力分析的基本控制方程： 
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式（1）、（2）中：[ ]N 为形函数；[ ]L 为不连续面坐

标转换矩阵；[ ]K 为刚度矩阵；[ ]D 为弹性矩阵。 
总体控制方程的坐标系规定如下，定义总体坐

标的 X 轴指向正东，Y 轴指向正北，Z 轴铅直向上。

每个不连续面有独立的局部坐标系（图 2）： jz 轴垂

直于不连续面且指向上， jy 轴沿不连续面且指向其

倾角方向， jx 轴的指向由右手螺旋法则确定。总体

坐标系与局部坐标系之间的转换关系见文献[11]。 
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图 2 不连续面的局部坐标系 

Fig.2  Local coordinate system of discontinuity 

3  复合单元法动力分析 

对结构进行动力分析需要求解一个动力平衡方

程组。由于考虑了动力因素，结构的平衡是动应力

与常规静力外荷载、惯性力、阻尼力的平衡，而求

解的未知数除了常规的静态位移外还有速度和加速

度，它们分别是位移和时间的 1 阶和 2 阶导数。 
用复合单元法求解动力问题的过程与有限元动

力分析过程类似。通过广义质量矩阵、广义刚度矩

阵和广义阻尼矩阵将分布于子单元和不连续面内部

的广义弹性力、广义惯性力和广义阻尼力分别转移

到复合单元的相应广义节点上，然后导出复合单元

动力系统的控制方程组。这些力是未知的，但它们

可以由位移、速度和加速度来表达。 
3.1  复合单元的刚度矩阵 

复合单元法的刚度矩阵已经在静力控制方程组

中进行了说明。但如果采用直接积分法来逐步地求

解非线性的运动方程，必须计入质量和阻尼的效应

以形成有效刚度矩阵 K  
 ： 

     0 1K K a M a C     
         （3） 

式中：  K 为刚度矩阵；  M 为质量矩阵；  C 为

阻尼矩阵； 0a 和 1a 是与计算步长有关的参数。 
3.2  复合单元的质量矩阵 

在动力计算中可采用两种质量矩阵，即协调质

量矩阵和集中质量矩阵。集中质量矩阵是一个对角

线矩阵，存贮量少，计算方便。在复合单元法的动

力分析中采用集中质量矩阵。 
复合单元被一条或多条节理分割为几个岩块子

单元，每一个岩块子单元的质量由其密度乘以岩块

体积得到。为了方便起见，将每个岩块子单元的质

量平均分配到其对应的实节点和虚节点上，形成子

单元的集中质量矩阵。在复合单元法中，由于假定

节理面是无厚度的，所以不连续面的质量矩阵为 0。
由岩块子单元组合而成的复合单元 i 的集中质量矩

阵成为对角阵： 

   1 2diag , , , nim m m m         （4） 

式中：n 为复合单元 i 的广义节点数。 
结构中每个复合单元和有限单元的集中质量矩

阵获得后，采用与刚度矩阵相同的方式合成为整体

集中质量矩阵 M 。 
3.3  复合单元的阻尼矩阵 

在强迫振动的情况下，阻尼对结构的响应起着

决定性的作用。由于阻尼问题比较复杂，结构的整

体阻尼矩阵  C 不是由单元阻尼矩阵经过集合得到

的，通常是根据实测资料，由振动过程中结构整体

的能量消耗来决定阻尼矩阵的近似值。为了避免因

阻尼力而发生振型之间的耦合，这里采用 Rayleigh
阻尼矩阵，即按照质量矩阵和刚度矩阵的线性组合

来计算，其表达式为 

     C M K             （5） 

式中： 和  为系数，需要根据实测资料确定。文

献[15]介绍了一种确定系数 和  的方法。需要知

道 2 个以上的振型向量、圆频率和阻尼比，为了简

单起见，本文采用下式确定系数[16]： 

1 1, /                 （6） 

式中： 1 为系统的第一振型圆频率； 为单元材料

的阻尼比，需要通过试验确定。当缺少试验资料时，

可粗略地取 0.05  [6]。 

1677 
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3.4  动力分析的控制方程组 
一个多自由度系统的动力响应由下面的运动方

程组控制： 

          ( )M U C U K U P t        （7） 

式中： U 、 U 和 U 分别为广义节点的位移向

量、速度向量和加速度向量； ( )P t 为与时间有关

的动力荷载函数。求解运动方程组后，可得到每个

广义节点的位移响应，继而可算出速度和加速度响

应。如果系统中不存在阻尼，那么运动方程组中将

不包含阻尼项。运动方程组的常用解法有常加速度

法、Newmark-  、Wilson- 法等，这些方法都是直

接积分法，其中 Wilson- 法是隐式积分方法，即每

计算一步，必须解一个线性代数方程组，当  1.37
时，它是无条件稳定的。此外，这种算法是自起步

的，t t  时刻的位移、速度和加速度都可以由 t 时
刻的量表示，不需作特别地启动处理。本文采用

Wilson- 法解控制方程。 

4  算例研究 

图 3 为一个基岩重力坝模型的 X-Z 剖面图，坝

基含 2 条断层 F1 和 F2。沿坝轴线方向（坐标轴 Y
方向）取出 10 m 厚的坝段进行分析。图 4 为输入

的水平地震加速度时程曲线。 
 

 
图 3  重力坝模型 X-Z剖面图（单位：m） 

Fig.3  X-Z profile of gravity dam model (unit：m) 
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图 4  输入地震加速度时程曲线 

Fig.4  Duration curve of input seismic acceleration 
 
基岩动态弹性模量取为 15 GPa，泊松比为 

0.20，密度为 2.5 g/cm3。坝体混凝土动态弹性模量

为 20 GPa，泊松比为 0.15，密度为 2.5 g/cm3。F1

断层法向刚度为 600 MN/m3，切向刚度为 300 
MN/m3；F2 断层法向刚度为 1 600 MN/m3，切向刚

度为 700 MN/m3。作为初步研究，仅考虑弹性本构

关系。 
文献[7]提供了该算例在上述计算条件下采用

ANSYS 软件进行的有限元计算结果，可以作为复

合元计算结果的对比。有限元网格见图 5，图中的

F1 和 F2 断层需按照其产状剖分成为有限单元。 
 

 
图 5  有限单元网格 

Fig.5  Finite element mesh 
 
图 6 为模型的复合单元法网格，在含有断层的

区域，采用最简单的长方体单元，基岩的其他区域

网格逐步向外扩散。当然，对模型剖分复合元网格

时不是必须把含有不连续面区域的网格剖分成非常

规则的长方体单元，目前的复合元前处理程序能够

处理任意的六面体单元[14]。图 6 所示的网格完成

后，采用复合单元前处理程序，用 F1 和 F2 断层切

割复合单元网格。被这 2 条断层穿过的单元为复合

单元，其他单元仍为有限单元。图 7 和图 8 分别显

示了复合单元中被断层分割为上盘和下盘的岩块子

单元。图 9～12 分别为复合单元法和有限单元法计

算所得的坝顶加速度时程和位移时程曲线。 
 

 
图 6  复合单元网格 

Fig.6  Composite element mesh 
 

 
图 7  位于断层上盘的岩块子单元 

Fig.7  Rock sub-element at the upside of faults 
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图 8  位于断层下盘的岩块子单元 

Fig.8  Rock sub-element at the downside of faults 

 

 
图 9  有限元法计算的坝顶加速度时程曲线 

Fig.9  Duration curve of dam crest accelerations by FEM 
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图 10  复合单元法计算的坝顶加速度时程曲线 

Fig.10  Duration curve of dam crest accelerations by CEM 
 

 
图 11  有限单元法计算的坝顶位移时程曲线 

Fig.11  Duration curve of dam crest displacements by FEM 
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图 12  复合单元法计算的坝顶位移时程曲线 

Fig.12  Duration curve of dam crest displacements by CEM 

 
由图 9～12 可知，复合单元法与有限元法的计

算结果非常接近，可见复合单元动力分析的基本算

法和程序是正确的。但如果要考虑真实情况下的地

震影响，还有一些需要继续完善和深入的工作，如

库水和坝体的相互作用、地震波的合理输入方式，

非线性地震反应等。 

5  结论与展望 

在复合单元法静力计算模型的基础上，提出了

复合单元的动力分析方法，该方法可用于分析不连

续介质结构的动力响应。给出了动力分析的复合单

元法中质量矩阵和阻尼矩阵的具体表达式，通过质

量矩阵、刚度矩阵和阻尼矩阵将分布于复合单元内

部的惯性力和阻尼力分别转移到复合单元的广义节

点上。建立了惯性力、阻尼力、动力荷载及弹性力

作用下的复合单元动力系统的控制方程组，采用

Wilson- 方法求解控制方程组。 
编程实现上述算法，以一个基岩内含有 2 条断

层的混凝土坝模型地震为例，通过复合单元法动力

分析计算得到了结构的位移、加速度响应历程。将

计算结果和有限元解对比，可以看出两种方法的解

吻合得较好，说明所提出方法的正确性和有效性。

由于复合单元法前处理简单，在离散模拟岩体中大

量的不规则结构面时有较大优越性，因此很适合于

水工及岩土工程结构动力及地震作用下的变形及稳

定分析。 
含有复杂不连续面的三维模型前处理和计算已

经能够应用到实际工程中[14, 17]，但本文的算例中不

连续面的倾向为 0，类同于二维情况，复杂三维条

件下的不连续岩体动力计算程序还需要进一步完

善。复合单元方法在处理结构中已经存在的不连续

面时比较方便，但对于模拟新发展的不连续界面，

比如静荷载或动荷载作用下的裂缝扩展等，目前还

有待进一步发展，而这对结构损伤发展的分析很有

意义。在已经发展的复合单元法静力计算中，采用

了弹黏塑性本构关系[8, 11]，在单元或子单元破坏时

进行黏塑性迭代直至收敛。而动力计算过程中有很

多时步，每个时步瞬间加载，与其他动力计算一样，

本文的算例在每一个时步中只进行弹性计算。今后

如果能将损伤模型引入复合单元法的动力计算，则

能够更加贴近工程实际。 
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